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Introduction

In this work we show results for the computation of 
the trace of the energy-momentum tensor in 2+1 
dimensions for the groups (SU(N=2,...,6)) basically 
below the critical temperature (confined phase region) 
and discuss scaling properties with N.

To better visualize the kind of results we obtain we 
then compare them with some possible elementary 
predictions (gas of free glueballs, and the bosonic 
string prediction).

Thursday, June 17, 2010



Features (I)

The thermodynamics of a field theory is derived from the 
partition function,

the free energy is

and the other thermodynamical quantities as pressure, 
internal energy density and entropy density

22 CHAPTER 2. INTRODUCTION TO LATTICE QCD

a less physically relevant problem, but we shall argue that gauge theories
in 3 and 4 dimensions are sufficiently similar that this is likely to be so.
Moreover it turns out that in D = 2+1 we can calculate our quantities with
such accuracy that there is little ambiguity in the final conclusions, while in
D = 3+1 it would be much more difficult and time-consuming for us to get
results accurate enough to be interesting.

Gauge theories in 2+1 dimensions possess a dimensional coupling: g2

has the dimensions of a mass and so it provides a scale even for the classical
theory, by contrast in D = 3+1 g2 is dimensionless and the theory is classi-
cal scale-invariant, although a dynamical scale is generated by dimensional
transmutation in the quantum theory. Nonetheless, the two theories share
their most important dynamical properties, such as:

• Ultraviolet freedom. Both theories become free at short distances.
Even if in different ways:

2+1: 3+1:
g2
3(a) ≡ a g2 a→0−→ 0 g2

4(a) $ c
ln(aΛ)

a→0−→ 0

• Infrared slavery. Both theories become non-perturbative at long dis-
tances.

• Confinement. Both theories confine with a linear potential. This is
not something that we can prove, however lattice simulations provide
convincing evidence that this is indeed the case.

While the above comparisons provide some support for the argument
that what we learn in D = 2 + 1 may teach us something about D = 3 + 1
gauge theories, we have to emphasize that the theories do differ in important
respects; for example, the D = 2 + 1 theory is super-renormalizable, i.e. it
only has a finite number of divergent Feynman diagrams (while the D = 3+1
theory is renormalizable).

2.7 Extrapolating thermodynamics out of a 2+1
dimensions lattice

The thermodynamics of a quantum field theory in 2+1 dimensions is derived
from the partition function:

Z(T, V, g2) =
∫
DAµ(x)e−

R 1/T
0 dx0

R
V d2xL(Aµ(x))

where T = 1/(aNt) is the temperature and V = (aNs)2 the spatial volume.
From the partition function we get the free energy:

F (T, V, g2) = −T log Z
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and the other thermodynamical quantities like pressure, internal energy den-
sity and entropy density denoted respectively as p, ε and s:

p(T, g2) = −f(T, g2) = −T

V
log Z

ε(T, g2) = T 2 ∂

∂T

( p

T

)

s(T, g2) =
∂p

∂T
=

ε + p

T

It follows that in 2+1 dimensions we have for the trace of the energy
momentum tensor ε− 2p:

ε− 2p

T 3
= T

∂

∂T

( p

T 3

)

In 2+1 dimensions and for g2 = 0 (the free gauge theory), the tempera-
ture T is the only scale in the system, and the following quantities are pure
numbers:

p

T 3
,

ε

T 3
,

s

T 2

In this case the energy momentum tensor is traceless and:

ε = 2p

s =
3p

T

Now we want to extract these quantities from our Nt ×N2
s lattice, with

lattice spacing a.
We use the definition of partition function over a lattice as an integral

over the Haar measure for all link variables:

SW (Uµ(x)) = β
∑

P

(
1− 1

3
ReTrUP

)

Z =
∫ ∏

x,µ

dUµ(x) e−SW (Uµ(x))

The partition function cannot be calculated directly, so we use the integral
approach as in ref. [10] and we get:

d log Z

dβ
= −NtN

2
s 〈Ps + 2Pt〉

where 〈Ps〉 and 〈Pt〉 are the expectation values of the spatial and temporal
plaquettes. The above equation defines

a3p = −T

V
log Z
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T is the only scale...
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Features (II)

In 2+1 dim the trace of the energy momentum (EM) 
tensor is

We want to determine these quantities from our 

lattice with lattice spacing a and Nt point in the (inverse) 
temperature direction. Define the lattice action

The partition function can not be directly calculated from 
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In this article we consider the theory regularized on a finite lattice with lattice
spacing a and with Nτ points in the (inverse) temperature direction, defined as
the 0 direction and N2

S points in the space directions 1, 2. We denote the link
variables starting from the site x in the positive directions by Uµ(x), µ = 0, 1, 2
and use the standard Wilson action:

SW (Uµ(x)) =
∑

P

S(UP ), (13)

S(UP ) = β

(

1 −
1

3
Re Tr UP

)

, (14)

where P denotes one of the 3Nτ × N2
S plaquettes on the lattice and UP is the

product of the U -matrices around the plaquette. One should not confuse the
dimensionless coupling constant β with the inverse temperature, which we will
not use with that notation. Defining Uµ(x) in terms of Aµ(x) by

Uµ(x) ≡ ei
R x+aµ̂
x Aµ(x′)dx′ ∼= eiaAµ(x), (15)

one obtains the original Lagrangian from the classical limit of the lattice La-
grangian,

lim
a→0

S(UP )

a4
=

β

12
TrFµν(x)Fµν(x), (16)

lim
a→0

aβ =
6

g2
. (17)

Furthermore we define the temperature and the volume on the lattice by

1

T
= aNτ , (18)

V = (aNS)2. (19)

To obtain the thermodynamical quantities we need to calculate the free energy
on the lattice,

p = −f =
T

V
log Z, (20)

Z =

∫

∏

x,µ

dUµ(x)e−SW (Uµ(x)). (21)

The partition function cannot be calculated directly by Monte Carlo methods.
Here we use the integral approach of Refs. [10, 13]. Thus we first calculate the
derivative of log Z with respect to the lattice coupling constant β at fixed Nτ and
NS. It is given by

d log Z

dβ
= −NτN

2
S 〈PS + 2Pτ 〉 . (22)

5
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The integral method (I)
Monte Carlo methods. We use the integral approach 

we get

at fixed Nt and Ns. The <Ps> and <Pt> are the 
expectation values of the spatial and temporal 
plaquettes. This eq. determines p up to a constant with 
respect to beta so that for some beta0 to be chosen below
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and the other thermodynamical quantities like pressure, internal energy den-
sity and entropy density denoted respectively as p, ε and s:

p(T, g2) = −f(T, g2) = −T

V
log Z

ε(T, g2) = T 2 ∂

∂T

( p

T

)

s(T, g2) =
∂p

∂T
=

ε + p

T

It follows that in 2+1 dimensions we have for the trace of the energy
momentum tensor ε− 2p:

ε− 2p

T 3
= T

∂

∂T

( p

T 3

)

In 2+1 dimensions and for g2 = 0 (the free gauge theory), the tempera-
ture T is the only scale in the system, and the following quantities are pure
numbers:

p

T 3
,

ε

T 3
,

s

T 2

In this case the energy momentum tensor is traceless and:

ε = 2p

s =
3p

T

Now we want to extract these quantities from our Nt ×N2
s lattice, with

lattice spacing a.
We use the definition of partition function over a lattice as an integral

over the Haar measure for all link variables:

SW (Uµ(x)) = β
∑

P

(
1− 1

3
ReTrUP

)

Z =
∫ ∏

x,µ

dUµ(x) e−SW (Uµ(x))

The partition function cannot be calculated directly, so we use the integral
approach as in ref. [10] and we get:

d log Z

dβ
= −NtN

2
s 〈Ps + 2Pt〉

where 〈Ps〉 and 〈Pt〉 are the expectation values of the spatial and temporal
plaquettes. The above equation defines

a3p = −T

V
log Z

The negative sign may look strange, but we have not yet subtracted the pressure
at zero temperature. Note that we define the plaquette average value 〈P 〉 as

〈P 〉 =

〈

1 −
1

3
Re Tr UP

〉

(23)

and PS (resp. Pτ ) denotes a plaquette in the {1, 2} (resp. {0, 1} or {0, 2}) plane.
Averages 〈. . .〉 are taken with respect to the Wilson weight corresponding to given
lattice parameters. The averages containing either Pτ or PS are always taken on
the finite temperature lattices Nτ < NS and 〈P0〉 will always denote average on
the zero temperature lattice Nτ = NS.

Eqs. (20, 22) defines p up to a constant with respect to β, so that for some
β0 to be chosen below we find

a3 p(β, Nτ , NS) = −
∫ β

β0

dβ ′ 〈PS + 2Pτ〉β′ + a3 p(β0, Nτ , NS). (24)

We next subtract from this expression its value for Nτ = NS, which for NS large
enough constitutes its zero temperature limit, and thus consider the quantity

a3

(

p(β, Nτ , NS) − p(β, NS, NS)

)

=

∫ β

β0

dβ ′

(

3 〈P0〉β′ − 〈PS + 2Pτ〉β′

)

+ a3

(

p(β0, Nτ , NS) − p(β0, NS, NS)

)

. (25)

The last term in this substracted expression for the pressure is still unknown, but
it can be made negligible by choosing β0 in such a way that Nτ is sufficiently larger
than the correlation length at that value of β. To this extent then p(β0, Nτ , NS) is
insensitive to the replacement of Nτ by NS and the constant vanishes. Under this
condition for β0, our numerical estimate of the thermal (i.e. zero temperature
subtracted) part of the pressure, which we denote by the same symbol p, is

p(β, Nτ , NS)

T 3
= N3

τ

∫ β

β0

dβ ′∆S(β ′, Nτ , NS), (26)

where
∆S(β, Nτ , NS) = 3 〈P0〉β − 〈PS + 2Pτ 〉β . (27)

The above expression for the pressure is evaluated from simulations performed
on Nτ ×N2

S lattices, with the aspect ratio NS/Nτ ≥ 8. In section 4 we will show
that for this minimum aspect ratio we are sufficiently close to the thermodynamic
limit, i.e. that the finite size corrections are smaller than our statistical errors.

6
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The integral method (II)
where    
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up to a constant with respect to β for some β0 to be chosen below. In fact
we can write:

a3p(β, Nt, Ns) = −
∫ β

β0

dβ′〈Ps + 2Pt〉β′ + a3p(β0, Nt, Ns)

We then subtract from this expression its value for Nt = Ns, which for Ns

large enough constitutes its zero temperature limit, and thus we consider
the quantity:

a3[p(β, Nt, Ns) − p(β, Ns, Ns)] =
∫ β

β0

dβ′[3〈P0〉β′ − 〈Ps + 2Pt〉β′ ] +

+ a3[p(β0, Nt, Ns) − p(β0, Ns, Ns)]

where 〈P0〉 is the expectation values of the plaquette when Nt = Ns. The
second term is still unknown, but it can be made negligible by choosing β0

in such a way that Nt is sufficiently larger than the correlation length at
any value of β. In such a way p(β0, Nt, Ns) is insensitive to the replacement
of Nt by Ns and the constant can be ignored. Under this condition the
numerical estimate of the thermal (i.e. zero temperature subtracted) value
of the pressure (from now on denoted with the same symbol p) is:

p(β, Nt, Ns)
T 3

= N3
t

∫ β

β0

dβ′∆S(β′, Nt, Ns)

with:
∆S(β, Nt, Ns) = 3〈P0〉β − 〈Ps + 2Pt〉β

In reference [10] it has been estimated that a good β0 for our purpose is

β0 = β(T/Tc = 0.6)

tested on many lattices with spatial extension Ns = 8Nt.
In any case in this work we are more interested in the normalized trace

of the energy momentum tensor, which is given by:

ε − 2p

T 3
= T

∂

∂T

( p

T 3

)
= N3

t ∆S(β(
T

Tc
), Nt, Ns)T

dβ

dT

where dβ/dT can be estimated through a parametric fit (see ref. [10]).
We shall return to this thermodynamic quantity later, when we will try

to make an analytic prediction of the energy momentum tensor and we will
compare its behaviour with the results of our simulations.
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Scaling properties with N

It is interesting to study the large N limit. Some 
dimensionless ratios are constant for large N:

Moreover    

Now we get the dependence of  beta in terms of T:

1 Large N.

E’ interessante studiare il limite di grandi N delle formule che stiamo stu-
diando. Da Teper ([6] e [7]) sappiamo che ci sono alcuni rapporti adimen-
sionali che sono costanti nel limite di grandi N :

m0√
σ

= 4.108(20) +
d

N2
(1)

Tc√
σ

= 0.903(3) +
0.88
N2

(2)

Dove nota per confronto che Nambu-Goto suggerirebbe Tc√
σ

=
√

3
π =

0.9772... Inoltre si vede che lo spettro e’ sostanzialmente invariato e tutti i
rapporti di massa mi/m0 sono sostanzialmente gli stessi.

Quindi se scegliamo β in modo da mantenere il rapporto T/Tc costante
allora tutte le formule delle sezioni precedenti rimangono invariate a meno
del fattore 1/β davanti a tutto.

L’ultimo ingrediente e’ ricordare che β scala approssimativamente come
N2 infatti

β =
2N

ag2
(3)

(dove abbiamo esplicitato il fatto che g2 ha le dimensioni di una massa)
e che ([6] e [7]) √

σ

g2N
= 0.1975− 0.12

N2
(4)

da cui
√

σ =
0.395N2

aβ
− 0.24

aβ
(5)

Il modo rigoroso per ricostruire esattamente questa dipendenza e’ ri-
costruire l’equivalente della eq.(7) delle mie note precedenti per tutti gli N .
Questa eq. che riporto qui sotto

β = 3.3
Nt

Tc
T + 1.5 + O(1/Nt) (6)

e’ stata ottenuta da Bialas et al assumendo che come scala di riferi-
mento per fissare β(T ) la tensione di stringa ed usando il rapporto

√
σ/Tc

per tradurlo in unita’ di temperatura. L’idea e’ molto sensata e possiamo
facilmente generalizzarla almeno al primo ordine in β:

T

Tc
=

T√
σ

√
σ

Tc
= T

aβ

(0.395N2 − 0.24)(0.903 + 0.88
N2 )

(7)
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scaling with N (II)
as      

which gives

for N=3 gives 0.34 which coincides with  Bialas et al.    
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(0.357N2 + 0.13− 0.211/N2) + (0.22N2 − 0.5)

Step 4: Fit a quadratic form in 1/Nτ to the 3 values obtained for the inverse
of Nτ Fσ(βc(Nτ )). From Eq. (37), its value at 1/Nτ=0 is an estimate of Tc/

√
σ.

Step 5: Repeat everything from Step 1 many times (100), each time with a
new set of yj.

Our result (37) gives the value of Tc/
√

σ for yi = xi, with an error equal to
the standard deviation measured within the set of estimates obtained at Step 5.

A different way to determine a β function of the form (30) is to use directly
the knowledge of βc available for various Nτ values. We expand β as a Laurent
series in a g2, writing

β =
6

a g2
+ b + c a g2 + · · · . (38)

The first term corresponds to the classical limit of the lattice action. We include
as many terms as there are known βc values, and consider the truncated series
obtained as representing the first terms of an asymptotic series. We then replace
the lattice spacing a by 1/(Nτ T ) and introduce the scale Tc to rewrite (38) as

β

Nτ

=
6 Tc

g2

T

Tc

+
b

Nτ

+ c
g2

Tc

Tc

T

1

N2
τ

+ · · · . (39)

This expansion now constitutes an expansion in 1/Nτ , whose 1/Nτ = 0 limit
gives an estimate of Tc in units of g2 in the continuum limit.

From Eq. (39) and the values of βc quoted in [15] for Nτ = 2, 4, 6, namely
8.149(3), 14.74(5), 21.34(11) respectively, one finds

Tc

g2
= 0.55(2) ; b = 1.5(6) ; c = 0.06(50). (40)

We observe that the 1/N2
τ term is compatible with zero in the range of interest,

which means that the β function in terms of T/g2 is essentially linear. Although
the β functions determined via the knowledge of the string tension and via Eqs.
(39, 40) need not be the same at finite Nτ , we find them very close one to the
other, so that they can be used equivalently in the present work. In practice,
an accurate representation of our findings for the β-function, valid in the whole
range explored in β and Nτ is

β

Nτ

= 3.3
T

Tc

+
1.5

Nτ

. (41)

This formula is useful in order to jump easily from functions of β to functions
of T/Tc. Only when precise estimates of errors in final results is needed is it
necessary to go through the process described above and apply the bootstrap
method.
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scaling with N (III)
one can check the validity of the previous formula by 
plotting the quantity 

The result (the trace of the EM-tensor plotted on the scale 
of critical temperature)  it is expected not to be 
dependent on N and Nt.         

T
∂β

∂T
N3

τ ∆S vs
T

Tc
t=T/Tc
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Mostly use CHROMA package to measure plaquettes 
averages 

+ own programs (only for SU(2) and SU(4)).

To determine the trace of the EM tensor we compute the 
averages of spatial and temporal plaquettes in finite 
lattices with a temporal extent of Nt=6,8 and spatial

volumes Ns^2 such as the aspect ratio Ns/Nt =8. We also

need the value of the plaquette at T=0, <P0> on 
symmetric lattices Nt = Ns.

Simulations details
64 BIBLIOGRAPHY

[17] P. de Forcrand and O. Jahn, arXiv:hep-lat/0503041.

[18] R. G. Edwards and B. Joo [SciDAC Collaboration and LHPC Collabo-
ration and UKQCD Collaboration], Nucl. Phys. Proc. Suppl. 140 (2005)
832 [arXiv:hep-lat/0409003].

[19] J. Liddle and M. Teper, arXiv:0803.2128 [hep-lat].

Thursday, June 17, 2010



scaling Trace of EM tensor 
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Above Tc the different curves  split up and they appear to be ordered according 
to the high temperature scaling law for the value of N
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Data for SU(N=3,5,6)

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

0

1

2

3

4

5 N=3 green, N=5 black,N=6 red

Trace of the EM tensor

Thursday, June 17, 2010



Stefan-Boltzmann norm. SU(N=3,5,6)

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Thursday, June 17, 2010



Data for SU(N=4,5,6)
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SB norm. SU(N=4,5,6)
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Magnified view ...
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Gas of Glueballs

We compare our data with the predictions of a glueball 
gas of non-interactive particles, where we include all the 
known glueball states below the two-particles threshold.

 We use the data for the masses from 

to determine 

in terms of  the dimensionless quantity m/T: 

[3] P. Bialas, L. Daniel, A. Morel and B. Petersson, Nucl. Phys. B 807
(2009) 547 [arXiv:0807.0855 [hep-lat]].
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• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m

T
=

m√
σ

√
σ

T
=

m√
σ

(Nt
√

σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
β

+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m
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questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m
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=
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σ

√
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σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
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+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3
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Gas of Glueballs (II)

then

(taking the first mass). We try the functional form:

where  

or the eight first masses.

Gas of Glueballs (II)

then      

(taking the first mass). We try the fit:

where 

or the eight first masses.
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risultato che finora credo non sia mai stato osservato.
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e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’
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• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.
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da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
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then      

(taking the first mass). We try the fit:

where 

or the eight first masses.

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.
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utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3
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A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ
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mazione le inceretzze sui coefficienti)
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t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

Tuesday, June 15, 2010

Gas of Glueballs (II)

then      

(taking the first mass). We try the fit:

where 

or the eight first masses.

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m

T
=

m√
σ

√
σ

T
=

m√
σ

(Nt
√

σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
β

+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m

T
=

m√
σ

√
σ

T
=

m√
σ

(Nt
√

σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
β

+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m

T
=

m√
σ

√
σ

T
=

m√
σ

(Nt
√

σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
β

+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

• Un corollario di questa osservazione che mi sembra molto interessante
e’ che quindi in presenza di una transizione di fase del primo ordine
dovremmo aspettarci un finite size scaling discontinuo, con un salto
(a fissato β) in corrispondenza di un ben preciso valore di Nt. Un
risultato che finora credo non sia mai stato osservato.

2 Fit

2.1 Fit usando le masse piu’ basse

Siamo interessati a studiare il prodotto N3
t ∆S che e’ lo stesso tabulato

da Bialas et al in [3]. Cominciamo ad inserire nel fit le masse piu’ basse
utilizzando i valori riportati da Teper in [4]. N3

t ∆S puo’ essere scritto tutto
in funzione solo del rapporto adimensionale m

T . Il modo miglior per trattare
questo rapporto e’ riscrivelo cosi’

m

T
=

m√
σ

√
σ

T
=

m√
σ

(Nt
√

σ) (9)

e poi usare [4] (pag 43 eq (68)):

√
σ =

3.367(50)
β

+
4.1(1.7)

β2
+

46.5(11.0)
β3

(10)

ed i valori per m√
σ

riportati in [4] (pag 68 tab. (28))
A titolo d’esempio riporto come diventa l’eq.8 prendendo solo la prima

massa per cui m√
σ

= 4.329(41). Se chiamo (ignorando in prima approssi-
mazione le inceretzze sui coefficienti)

x(β) =
m

T
= 8 ∗ 4.329 ∗

(3.367
β

+
4.1)
β2

+
46.5)
β3

)
(11)

trovo:

N3
t ∆S =

x2

2πβ

∑ 1
k
e−kx (12)

Teper riporta i valori delle prime 19 masse. Se chiamo m0 la massa piu’
bassa I risultati di Teper coprono l’intervallo fino a circa 2.5m0 Ho verificato
che se decidiamo di tenere nella stima di N3

t ∆S tutte le masse che danno
un contrbuto almeno dell’1% per qualche valore di β nel range che abbiamo
deciso di studiare 2.4 < β < 2.7 allora tutte e 19 rientrano ed anche la
eccitazione con k = 2 della prima massa va tenuta in conto.

3

Tuesday, June 15, 2010

Thursday, June 17, 2010



Magnified view

0.80 0.85 0.90 0.95
!0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

t"T!Tc

Trace of the energy!momentum tensor for in 2#1 dim

SU"6#SU"5#SU"4#SU"3#SU"2#first eight

lightest glueball

This fits fail to reproduce  the data and suggest the necessity of taking into account the full spectrum of glueballs (not only 
the lowest one) 

Thursday, June 17, 2010



SU(3)

0.80 0.85 0.90 0.95
!0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

t"T!Tc

Trace of the energy!momentum tensor in 2#1 dim

SU"3#
first eight

lightest glueball

Thursday, June 17, 2010



SU(4)

0.80 0.85 0.90 0.95
!0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

t"T!Tc

Trace of the energy!momentum tensor in 2#1 dim

SU"4#
first eight

lightest glueball

Thursday, June 17, 2010



Comparison with string

We compared our result with the string prediction for the 
density of glueballs    

Extended to arbitrary dimensions the computation of the 
density of state of a closed string in D=4 (following [*])

4

stricting the spectral sum to the stable glueballs leads to
an underestimate by at least a factor two of the entropy
density near Tc, extending the spectral sum with an ex-
ponential spectrum ρ(M) ∼ exp(M/Th), suggested long
ago by Hagedorn [36], leads to a prediction in excellent
agreement with the lattice data for the entropy density
(Fig. 3). This is remarkable, since the analytic form of
the asymptotic spectrum is completely predicted by free
bosonic string theory, including its overall normalization
(Eq. 9). Therefore, since we also separately computed
the temperature (identified with Th) where the flux loop
mass vanishes, no parameter was fitted in the comparison
with the thermodynamic data. By contrast, the entropy
density is not nearly as well described if the Nambu-Goto
value of Th is used, see Fig. (3).

The success of the non-interacting string density of
states in reproducing the entropy density suggests that
once the Hagedorn temperature has been determined di-
rectly from the divergence of the flux-loop correlation
length, the residual effects of interactions on the thermo-
dynamic potentials are small. It may be that thermody-
namic properties in general are not strongly influenced by
interactions when a large number of states are contribut-
ing. A well-known example is provided by the N = 4
super-Yang-Mills theory, whose entropy density at very
strong coupling is only reduced by a factor 3/4 with re-

spect to the free theory [37]. In this interpretation, the
main effect of interactions among glueballs on thermo-
dynamic properties is to slightly shift the value of the
Hagedorn temperature Th with respect to its free-string
value. A possible mechanism is that the string tension
that effectively determines Th is an in-medium string ten-
sion that is ∼ 8% lower than at T = 0.

Returning to full QCD, our results lend support to the
idea that the hadron resonance gas model can largely
account for the thermodynamic properties of the low-
temperature phase. Whether the open string density of
states reproduces the entropy calculated on the lattice
can also be tested at quark masses not necessarily as
light as in Nature using a simple open string model [38].
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Per studiare il contributo alla funzione di partizione degli stati di stringa si
usa la densità ρ̃(M) definita dalla relazione

ρ̃(M) dM = ρ(N) dN . (0.9)

Dalla (0.7) si ha

dN =
3

4π2(D − 2)
M

TH

dM

TH
(0.10)

per cui

ρ̃(M) =
π2

32

1
TH

(
TH

M

)3

eM/TH (0.11)

che coincide con l’espressione che avevo calcolato tempo fa.
L’estensione a D dimensioni e’ immediata. Seguendo lo Zwiebach ( ref.

[32] di Meyer) si ha che il numero di stati di stringa chiusa è dato da

ρD−2(N) =
4

3D
(D − 2)D/2

(
TH

M

)D+1

eM/TH (0.12)

che coincide con la (0.8) per D = 3. Combinandola con la (0.9) e la (0.10)
si ha

ρ̃D−2(M) =
(π

3

)D−1 1
TH

(D − 2)
D
2 −1

(
TH

M

)D

eM/TH (0.13)

che purtroppo in D = 4 non coincide con la formula data da Meyer, ma
è ridotta di un fattore 4. Ovviamente posso aver perso questo fattore per
strada, ma i conti sono cosi’ semplici che non vedo proprio dove. Poichè
sullo Zwiebach viene fatto un conto analogo, ma per la stringa aperta, ho il
vago sospetto che Meyer abbia usato l’espressione per dN di stringa aperta,
che contiene un fattore 4 in più rispetto alla (0.10).

2

[*]

3.1 SU(3)

In prima battuta ci concentriamo sulle temperature T < Tc (ma l’idea e’
di studiare in futuro anche T > Tc dove ci sono molte cose interssanti da
verificare e da capire, non ultima il ruolo delle glueballs). I dati di Bialas in
questo regime sono pochi e poco affidabili. Abbiamo deciso di concentrarci
sulle simulazioni con Nt = 8. Per questo valore di Nt Bialas fornisce i
valori di ∆S a β = 10, 20, 23, 25, 27 (la temperatura critica e’ a βc ∼ 27.9),
ma i primi 3 sono compatibili con zero e solo gli ultimi due danno valori
significativi. Troppo poco sia per utilizzare l’approccio integrale che per un
test diretto della descrizione in termini di gas di glueball. Alessandra nei
prossimi giorni simulera’ a partire da β = 24.0 (che corrisponde a t ≡ T/Tc =
0.81) con passo δβ = 0.2 fino a β = 27.0 (che corrisponde a t = 0.96). Il tutto
richiedera’ qualche settimana. Una volta ottenuti i risultati decideremo se e’
sufficente o se dobbiamo simulare con una grglia piu’ fine in β. L’obiettivo
e’ ottenere per ogni β sia Pt che Ps che P0 e da questi ∆S (per il confronto
col gas di glueballs) che la differenza Pt − Ps (per l’eventuale progetto di
ricostruire cσ e cτ ).

3.2 SU(2)

Per quanto riguarda SU(2) Luca ha gia’ fatto un lavoro notevole di cui ci ha
spedito il resoconto a Novembre. Il grosso dei suoi dati pero’ e’ nella regione
Tc < T < 2Tc e saranno utilissimi per la seconda fase del progetto quella
in cui studieremo T > Tc (a questo proposito sarebbe utile se Luca potesse
organizzare i dati nel formato ”alla Bialas” tabulando direttamente ∆S e
la differenza Ps − Pt). Invece per questa fase del progetto l’ideale sarebbe
ripetere una analisi simile a quella descritta sopra per SU(3) scegliendo ad
esempio di nuovo Nt = 8 e muovendosi nella regione 0.8 < T/Tc < 0.95 con
un passo tale da avere una decina di punti. In alternativa una possibilita’
per usare almeno in parte i dati che Luca ha gia’ preso potrebbe essere
scegliere Nt = 16 a cui corrisponde βc ∼ 25 ed utilizzare i punti che Luca ha
simulato ad Nt = 16 e β piu’ bassi. Lascerei a Luca la scelta della strategia
che preferisce.
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Fit for the trace EM

We try a functional fit for the trace of the EM tensor in 
the low temperature region (t < 1):

to be compared with the fit of Bialas et al. where the 
interpolating function is to be valid for the whole range 
of t.

For definitness, we choose to measure the temperature in units of the critical
temperature. The temperature variable and the scaling function are then denoted

t =
T

Tc

, (45)

β = β(t). (46)

On a given Nτ × N2
S lattice, the dimensionless energy and pressure densities

ε/T 3 and p/T 3 follow from Eqs. (26, 29) rewritten as

ε − 2p

T 3
(t) = N3

τ ∆S

(

β(t)

)

t
dβ

dt
, (47)

p(t)

T 3
= N3

τ

∫ β(t)

β(t0)

dβ ′∆S(β ′). (48)

In this integral, we choose t0 = 0.6, a temperature below which the integrand is
always negligible. From these equations one directly obtains p/T 3 and ε/T 3; the
entropy density s/T 2 follows from (7).

In order to use Eqs. (47) in practice, and in particular to perform the in-
tegral defining the pressure conveniently, we have interpolated N3

τ ∆S(β(t)) via
a smooth function f(t). In the absence of any theoretical ansatz for the shape
observed in figure 3, we choose the simplest parametrization adapted to the de-
scription of a sharp rise in the vicinity of the critical point t=1, and the t−2 fall
off at large t expected from Eqs.(42,41). The following function constitutes an
accurate representation of N3

τ ∆S(β(t)) within errors

f(t) =
a1t2

1 + a2t4
1 + a3 ea5(t−1)

1 + a4 ea5(t−1)
. (49)

The adequacy of this function for our purposes is illustrated by the curves
drawn through the data points in figure 4. The horizontal error bars represent
the errors in the change of variable β → t = T/Tc described in section 3. They
are of the order of 3 percents of t.

One may worry that choosing a specific function like (49) introduces a sys-
tematic error into subsequent calculations. A different choice was tried during
this investigation. To the extent that it provided a comparable agreement with
the data to which it was fitted, it leads, for example for the pressure, to differ-
ences much smaller than the statistical errors. However one must keep in mind
that although f(t) constitutes a good interpolation of the data within errors, the
systematic errors attached to its use above t ≈ 15 are not controlled.

Our final results for the pressure at Nτ = 2, 4, 6, 8 with NS = 8 Nτ are shown
in figure 5. The errors on the scale t, which we showed in figure 4, do not affect the
pressure, which varies slowly where they become important (at large t). For the
largest lattice considered (Nτ = 8), figure 6 compares the three thermodynamical
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Thermodynamics
We use the fit to determine the thermodynamics 
variables :trace of the EM tensor, pressure, Energy density, 
entropy density...
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and...
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Conclusions

In this work we determine the thermodynamical 
quantities for SU(N=2,...,6) gauge theories in two spatial 
dimensions through lattice simulations.

We present results for the computation of the trace of the 
energy-momentum tensor for (SU(N=2,...,6)) below Tc 
and show good scaling properties with N.

The description in terms of a gas of Glueballs does not 
work in reproduce the corresponding data.
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