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Equations of motion in cylindrical coordinates

The relativistic Lagrangian is

Let us use the cylindrical coordinates

Figura 5.5: Moto della carica q in un campo magnetico costante

5.4.3 Hamiltoniana ed equazioni del moto in coordina-

te cilindriche

Abbiamo visto che la funzione Lagrangiana relativistica di un sistema in
coordinate cartesiane può essere espressa come

L = �m
0

c2
r
1� v2

c2
+ qv ·A� q� , (5.75)

dove la velocità v, il potenziale vettore A e il potenziale scalare � sono
espressi come

v = v
x

x̂+ v
y

ŷ + v
z

ẑ = ẋx̂+ ẏŷ + żẑ ,

A = A
x

x̂+ A
y

ŷ + A
z

ẑ ,

� = �(x, y, z) .

Passando in coordinate cilindriche (r, ✓, z) ed esprimendo le suddette
quantità come

v = v
r

r̂+ v
✓

✓̂ + v
z

ẑ = ṙr̂+ r✓̇✓̂ + żẑ ,

A(r, ✓, z) = A
r
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z

ẑ , (5.76)

� = �(r, ✓, z) .
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Sostituendo le (5.76) nella (5.75), otteniamo l’espressione della funzione

Lagrangiana relativistica in un sistema di riferimento cilindrico:
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c2
+ q(ṙA

r

+ r✓̇A
✓

+ żA
z

)� q� , (5.77)

da cui ricaviamo i momenti generalizzati o canonici :

P
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=
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@ṙ
= m

0

�ṙ + qA
r

, (5.78)

P
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=
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@✓̇
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�r2✓̇ + qrA
✓

, (5.79)

P
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=
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@ż
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0

�ż + qA
z

, (5.80)

e i momenti meccanici o, semplicemente, quantità di moto:

p
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= m
0

�ṙ , (5.81)

p
✓

= m
0

�r✓̇ , (5.82)

p
z

= m
0

�ż . (5.83)

Le equazioni del moto possono essere ottenute dalla Lagrangiana, e vanno
sotto il nome di equazioni di Eulero-Lagrange:

d

dt

✓
@L

@ẋ
i

◆
� @L

@x
i

= 0 con i = r, ✓,� , (5.84)
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) , (5.87)

avendo tenuto conto delle relazioni E = �r� e B = r⇥A.
Le stesse equazioni in coordinate cartesiane diventano:

d

dt
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x
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) , (5.88)
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� ẏB
x

) . (5.90)
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Equations of motion in cylindrical coordinates

The generalized momentum has then components:
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p
r

= m
0
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Equations of motion in cylindrical coordinates
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� ẋB
z

) , (5.89)

d

dt
(m

0
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+ żA
z

)� q� , (5.77)

da cui ricaviamo i momenti generalizzati o canonici :

P
r

=
@L

@ṙ
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�ż) = q(E
z

+ ṙB
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�ż) = q(E
z

+ ẋB
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Equations of motion in cylindrical coordinates

Sostituendo le (5.76) nella (5.75), otteniamo l’espressione della funzione
Lagrangiana relativistica in un sistema di riferimento cilindrico:

L = �m
0

c2

s
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� żB
y

) , (5.88)

d

dt
(m

0
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�ẏ) = q(E
y

+ żB
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Equations of motion in cylindrical coordinates

Dalla terza equazione di Maxwell si ha che:

r ·B = 0 =) B = r⇥A , (1.18)

dove A rappresenta il potenziale vettore. Sostituendo la (1.18) nella seconda
equazione di Maxwell, si ottiene che:

r⇥
✓
E+

@A

@t

◆
= 0 , (1.19)

e pertanto3

E+
@A

@t
= �r� =) E = �@A

@t
�r� . (1.20)

Sostituendo la (1.18) e la (1.20) nella IV equazione di Maxwell si ottiene,
tenendo conto della nota identità vettoriale (1.4):

�r2A+r(r ·A) = µ
0
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0

"
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@
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◆
(1.21)

r2A� µ
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0
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@2t
= �µ

0

J+r
✓
r ·A+ µ

0

"
0

@�

@t

◆
, (1.22)

e applicando la condizione di Lorenz 4:
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"
0

@�

@t
= 0 , (1.23)

si ha5

r2A� µ
0

"
0

@2A

@2t
= �µ

0

J . (1.24)
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E noto che ogni campo vettoriale a rotazione nulla ammette un potenziale scalare da
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Fisico danese del XIX secolo

5
Il potenziale vettore A non è univocamente determinato attraverso l’eq. (1.18), e la

sua espressione può essere vincolata attraverso l’eq. (1.23)
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Il potenziale vettore A non è univocamente determinato attraverso l’eq. (1.18), e la
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We first need to express the electric and magnetic fields in terms of the vector and scalar 
potentials in cylindrical coordinates
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Sostituendo le (5.76) nella (5.75), otteniamo l’espressione della funzione
Lagrangiana relativistica in un sistema di riferimento cilindrico:

L = �m
0

c2

s

1� ṙ2 + r2✓̇2 + ż2

c2
+ q(ṙA

r

+ r✓̇A
✓

+ żA
z

)� q� , (5.77)

da cui ricaviamo i momenti generalizzati o canonici :

P
r

=
@L

@ṙ
= m

0

�ṙ + qA
r

, (5.78)

P
✓

=
@L

@✓̇
= m

0

�r2✓̇ + qrA
✓

, (5.79)

P
z

=
@L

@ż
= m

0

�ż + qA
z

, (5.80)

e i momenti meccanici o, semplicemente, quantità di moto:

p
r

= m
0

�ṙ , (5.81)

p
✓

= m
0

�r✓̇ , (5.82)

p
z

= m
0

�ż . (5.83)

Le equazioni del moto possono essere ottenute dalla Lagrangiana, e vanno
sotto il nome di equazioni di Eulero-Lagrange:

d

dt

✓
@L

@ẋ
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◆
� @L
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= 0 con i = r, ✓,� , (5.84)
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dt
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�ṙ)�m
0

�r✓̇2 = q(E
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✓
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) , (5.86)
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+ ṙB
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) , (5.87)

avendo tenuto conto delle relazioni E = �r� e B = r⇥A.
Le stesse equazioni in coordinate cartesiane diventano:
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�ẋ) = q(E
x

+ ẏB
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) . (5.90)
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So the first equation (along r) becomes:
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�ṙ)�m
0

�r✓̇2 = q(E
r

+ r✓̇B
z

� żB
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� ṙB
z

) , (5.86)

d

dt
(m

0
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�ż + qA
z

, (5.80)

e i momenti meccanici o, semplicemente, quantità di moto:

p
r

= m
0
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�ṙ)�m
0

�r✓̇2 = q(E
r

+ r✓̇B
z

� żB
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lungo la direzione x. Il problema si riduce ad essere unidimensionale, per cui
l’espressione della Lagrangiana è (cfr. (5.27))

L = T � q(�� v ·A) =
1

2
mv2

x

� q�(x) + qv
x

A
x

. (5.28)

Ponendo come unica coordinata lagrangiana la ascissa x, (j = 1, q
1

= x) le
equazioni di Lagrange (5.20) si riducono all’unica equazione

d

dt

@L

@v
x

� @L

@x
= 0 , (5.29)

essendo ẋ = v
x

. Notiamo che la quantità

@L

@v
x

= mv
x

+ qA
x

= p
x

+ qA
x

= P
x

(5.30)

dove P
x

rappresenta la componente lungo x del momento generalizzato

P = mv + qA , (5.31)

dato dalla quantità di moto p = mv della particella (termine conservati-
vo) più il termine non conservativo qA. Considerando separatamente i due
addendi della (5.29)

d

dt

@L

@v
x

=
dp

x

dt
+ q

dA
x

dt
=

@P
x

@t
(5.32)

e
@L

@x
= �q

@�

@x
, (5.33)

la (5.29) diventa
dp

x

dt
+ q

dA
x

dt
+ q

@�

@x
= 0 . (5.34)

Ricordando che

E = �r�� dA

dt
,

la (5.34) può essere riscritta come

dp
x

dt
= q

✓
�@�

@x
� dA

x

dt

◆
= qE

x

,

che è l’ovvia equazione del moto cercata.

93

𝐻 = 𝑚-
%𝑐7 + 𝑐%𝑚-

%𝛾%𝑣%
�

+ 𝑞𝜙

Con facili calcoli, la (5.50) può essere riscritta come

H = mc2 + q� , (5.51)

ed essendo m = m
0

�, H può esprimersi anche come:

H = m
0

�c2 + q� = E + q� , (5.52)

dove E è l’energia della massa m
0

(vedi capitolo 3). Possiamo notare che il
contributo all’Hamiltoniana è dato da un termine relativo all’energia mec-
canica relativistica e un termine dovuto all’energia del campo elettrostatico.
Non è presente il termine relativo al campo magnetico perchè, come è noto,
le forze del campo magnetico non compiono lavoro. Avendo dalla (5.52)

H � q� =
m

0

c2q
1� v

2

c

2

e dalla (5.31)

P� qA =
m

0

vq
1� v

2

c

2

si ottiene
(H � q�)2

c2
� |P� qA|2 = m2

0

c2

quindi
(H � q�)2 = m2

0

c4 + c2|P� qA|2 .
Abbiamo cos̀ı trovato un’espressione alternativa per l’Hamiltoniana rela-

tivistica:

H =
q
m2

0

c4 + c2|P� qA|2 + q� . (5.53)

Carica in moto in un campo elettrico costante

Consideriamo una carica q, inizialmente ferma (x
0

= 0, v
0

= 0), in un campo
elettrico costante diretto lungo x, ossia E = E

x

ı̂ [vedi figura (5.1)].
L’Hamiltoniana relativistica della carica in esame è data dalla (5.53) e

tenendo conto che, non essendoci campo magnetico il potenziale vettore A è
nullo, poniamo nelle (5.49)

(
q  ! x

P = p ! p
x

(5.54)
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Figura 5.5: Moto della carica q in un campo magnetico costante

5.4.3 Hamiltoniana ed equazioni del moto in coordina-

te cilindriche

Abbiamo visto che la funzione Lagrangiana relativistica di un sistema in
coordinate cartesiane può essere espressa come

L = �m
0

c2
r
1� v2

c2
+ qv ·A� q� , (5.75)

dove la velocità v, il potenziale vettore A e il potenziale scalare � sono
espressi come

v = v
x

x̂+ v
y

ŷ + v
z

ẑ = ẋx̂+ ẏŷ + żẑ ,

A = A
x

x̂+ A
y

ŷ + A
z

ẑ ,

� = �(x, y, z) .

Passando in coordinate cilindriche (r, ✓, z) ed esprimendo le suddette
quantità come

v = v
r

r̂+ v
✓

✓̂ + v
z

ẑ = ṙr̂+ r✓̇✓̂ + żẑ ,

A(r, ✓, z) = A
r

r̂+ A
✓

✓̂ + A
z

ẑ , (5.76)

� = �(r, ✓, z) .
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Sostituendo le (5.76) nella (5.75), otteniamo l’espressione della funzione
Lagrangiana relativistica in un sistema di riferimento cilindrico:
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Le equazioni del moto possono essere ottenute dalla Lagrangiana, e vanno
sotto il nome di equazioni di Eulero-Lagrange:
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✓
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avendo tenuto conto delle relazioni E = �r� e B = r⇥A.
Le stesse equazioni in coordinate cartesiane diventano:
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La funzione Hamiltoniana relativistica del sistema, definita dalla (5.53),
tramite semplici passaggi, si dimostra assumere la seguente espressione in
coordinate cilindriche

H = c

s

m2c2 + (P
r

� qA
r

)2 +

✓
P
✓

� qrA
✓

r

◆
2

+ (P
z

� qA
z

)2 + q� . (5.91)

Usando la (5.91), possiamo ricavare le equazioni del moto (5.85) e (5.87).
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