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Charge in a constant electric field

We have introduced the generalized momentum defined as

lungo la direzione x. Il problema si riduce ad essere unidimensionale, per cui
l’espressione della Lagrangiana è (cfr. (5.27))

L = T � q(�� v ·A) =
1

2
mv2

x

� q�(x) + qv
x

A
x

. (5.28)

Ponendo come unica coordinata lagrangiana la ascissa x, (j = 1, q
1

= x) le
equazioni di Lagrange (5.20) si riducono all’unica equazione
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essendo ẋ = v
x

. Notiamo che la quantità
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(5.30)

dove P
x

rappresenta la componente lungo x del momento generalizzato

P = mv + qA , (5.31)

dato dalla quantità di moto p = mv della particella (termine conservati-
vo) più il termine non conservativo qA. Considerando separatamente i due
addendi della (5.29)
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la (5.29) diventa
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Ricordando che

E = �r�� dA

dt
,

la (5.34) può essere riscritta come
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che è l’ovvia equazione del moto cercata.
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The relativistic Hamiltonian of a charged particle is

Con facili calcoli, la (5.50) può essere riscritta come

H = mc2 + q� , (5.51)

ed essendo m = m
0

�, H può esprimersi anche come:

H = m
0

�c2 + q� = E + q� , (5.52)

dove E è l’energia della massa m
0

(vedi capitolo 3). Possiamo notare che il
contributo all’Hamiltoniana è dato da un termine relativo all’energia mec-
canica relativistica e un termine dovuto all’energia del campo elettrostatico.
Non è presente il termine relativo al campo magnetico perchè, come è noto,
le forze del campo magnetico non compiono lavoro. Avendo dalla (5.52)
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m

0

c2q
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2
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2

e dalla (5.31)
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0

c4 + c2|P� qA|2 .
Abbiamo cos̀ı trovato un’espressione alternativa per l’Hamiltoniana rela-

tivistica:

H =
q
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0

c4 + c2|P� qA|2 + q� . (5.53)

Carica in moto in un campo elettrico costante

Consideriamo una carica q, inizialmente ferma (x
0

= 0, v
0

= 0), in un campo
elettrico costante diretto lungo x, ossia E = E

x

ı̂ [vedi figura (5.1)].
L’Hamiltoniana relativistica della carica in esame è data dalla (5.53) e

tenendo conto che, non essendoci campo magnetico il potenziale vettore A è
nullo, poniamo nelle (5.49)

(
q  ! x

P = p ! p
x

(5.54)
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From the Hamiltonian it is possible to derive the equations of motion
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dove abbiamo utilizzato il fatto che
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Applicando la (5.47) ed esprimendo l’Hamiltoniana in termini di coordi-
nate e momenti generalizzati
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A�nchè la (5.48) valga per qualsiasi scelta di �P
j

, �q
j

devono valere le
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(5.49)

che sono le equazioni di Hamilton.

5.4.2 Hamiltoniana relativistica di una particella

Dalla definizione (5.40) ed applicando la (5.37) risulta
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where qj are the generalized coordinates

(remember that the generalized coordinates 
are independent from the constraints)
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Charge in a constant electric field

Let us suppose a charged particle q in a constant electric field 
along a fixed direction (example x): 𝐸 = 𝐸#𝚤̂

At 𝑡 = 0 the charge is at rest in the origin of the coordinate 
system (𝑥) = 0			𝑣) = 0)

Since the magnetic field is zero, also the vector potential is zero, so that

Figura 5.1: Carica q in un campo elettrico costante

giungendo cos̀ı alle seguenti espressioni:
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dove ẋ = v(t) e p
x

rappresentano rispettivamente la velocità e la quantità di
moto della carica. Sostituendo la (5.56) nella (5.55), si ottiene
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Figura 5.2: Velocità della carica q in campo elettrico costante
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H = mc2 + q� , (5.51)

ed essendo m = m
0
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Charge in a constant electric field
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ṗ
x

= �@H

@x
= �q

@�

@x
= qE

x

) p
x

(t) = qE
x

t (5.56)
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In figura (5.2), è mostrato l’andamento della velocità della carica q lungo
l’asse x. Fissato un tempo

t = t⇤ =
m

0

c2

cqE
x

, (5.58)

notiamo dalla figura l’esistenza di tre regimi di velocità:

1. classico (t ⌧ t⇤): è l’andamento lineare di una carica q “non relativi-
stica” sotto l’azione di un campo elettrico E

x

, ossia v(t) = qE

x

m

t;

2. relativistico (t = t⇤): la carica intorno al tempo t⇤ si allontana dall’an-
damento lineare;

3. ultra relativistico (t � t⇤): la velocità della carica tende a quella della
luce c.

Come possiamo facilmente evincere dalla (5.58), per campi elettrici E
x

crescenti la durata del primo regime è sempre più piccola. Integrando la
(5.57) rispetto al tempo, otteniamo l’espressione della posizione della carica:
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qE
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q
m2

0

c4 + (cqE
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che tenendo conto della condizione iniziale x
0

= 0 diventa

x(t) =
m
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2

4
s

1 +

✓
cqE

x
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0
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◆
2

� 1

3

5 . (5.60)

Consideriamo ancora come riferimento temporale t⇤; per la (5.60) si ha che

se t ⌧ t⇤ =) x(t) =
1

2

✓
qE

x

m
0

◆
t2 (5.61)

se t � t⇤ =) x(t) = ct (5.62)

Nella figura (5.3), è mostrato l’andamento (linea continua) della posizione
della carica q tenendo conto delle (5.61) e (5.62); tale andamento, per tempi
crescenti, tende a quello lineare di una carica che parte già da t = 0 con la
velocità della luce c (linea tratteggiata).
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Nella figura (5.3), è mostrato l’andamento (linea continua) della posizione
della carica q tenendo conto delle (5.61) e (5.62); tale andamento, per tempi
crescenti, tende a quello lineare di una carica che parte già da t = 0 con la
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l’asse x. Fissato un tempo

t = t⇤ =
m

0

c2

cqE
x

, (5.58)

notiamo dalla figura l’esistenza di tre regimi di velocità:
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Figura 5.3: Posizione della carica q in campo elettrico costante

Carica in moto in un campo magnetico costante

Consideriamo una carica q, con velocità iniziale v = v
0

|̂, in un campo ma-
gnetico costante B = B

0

̂ e ortogonale a v [vedi figura (5.4)]. Esprimiamo
B tramite il potenziale vettore A per ottenere l’espressine della quantità
costante B
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L’Hamiltoniana relativistica della carica in esame è data dalla (5.53) e
ugualmente dalla (5.52) in cui, non essendoci campo elettrico, il potenziale
scalare � può essere assunto nullo; poniamo nella seconda delle (5.49)
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>>>:

q
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 ! P
x

P
2
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y

(5.64)

giungendo cos̀ı alle seguenti espressioni per le derivate delle quantità di moto
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che tenendo conto della condizione iniziale x
0

= 0 diventa
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Consideriamo ancora come riferimento temporale t⇤; per la (5.60) si ha che

se t ⌧ t⇤ =) x(t) =
1

2

✓
qE

x

m
0

◆
t2 (5.61)

se t � t⇤ =) x(t) = ct (5.62)

Nella figura (5.3), è mostrato l’andamento (linea continua) della posizione
della carica q tenendo conto delle (5.61) e (5.62); tale andamento, per tempi
crescenti, tende a quello lineare di una carica che parte già da t = 0 con la
velocità della luce c (linea tratteggiata).
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Dalla derivata temporale totale della componente A
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Carica in moto in un campo magnetico costante

Consideriamo una carica q, con velocità iniziale v = v
0

|̂, in un campo ma-
gnetico costante B = B

0

̂ e ortogonale a v [vedi figura (5.4)]. Esprimiamo
B tramite il potenziale vettore A per ottenere l’espressine della quantità
costante B
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L’Hamiltoniana relativistica della carica in esame è data dalla (5.53) e
ugualmente dalla (5.52) in cui, non essendoci campo elettrico, il potenziale
scalare � può essere assunto nullo; poniamo nella seconda delle (5.49)

8
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>>>:

q
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q
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P
1

 ! P
x

P
2

 ! P
y

(5.64)

giungendo cos̀ı alle seguenti espressioni per le derivate delle quantità di moto
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103=0 because the magnetic field is constant with time

remember that

lungo la direzione x. Il problema si riduce ad essere unidimensionale, per cui
l’espressione della Lagrangiana è (cfr. (5.27))

L = T � q(�� v ·A) =
1

2
mv2

x

� q�(x) + qv
x

A
x

. (5.28)

Ponendo come unica coordinata lagrangiana la ascissa x, (j = 1, q
1

= x) le
equazioni di Lagrange (5.20) si riducono all’unica equazione

d

dt
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� @L
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essendo ẋ = v
x

. Notiamo che la quantità
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(5.30)

dove P
x

rappresenta la componente lungo x del momento generalizzato

P = mv + qA , (5.31)

dato dalla quantità di moto p = mv della particella (termine conservati-
vo) più il termine non conservativo qA. Considerando separatamente i due
addendi della (5.29)
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la (5.29) diventa
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+ q
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= 0 . (5.34)

Ricordando che

E = �r�� dA

dt
,

la (5.34) può essere riscritta come
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= qE
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,

che è l’ovvia equazione del moto cercata.
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in cui nell’ultimo membro è stato omesso il termine
�
@A

x

@t

= 0
�
poichè il campo

magnetico è stazionario, possiamo giungere, tenendo conto della (5.70) e con
semplici passaggi, alla seguente uguaglianza
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(5.71)

e allo stesso modo, considerando la dA
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Considerando le (5.71) e (5.72), otteniamo il sistema di due equazioni
nelle due incognite v

x

e v
y

(
mv̇

x

= qv
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e risolvendo il sistema si ottiene
(
v
x

(t) = �v
0

sin(⌦t)

v
y

(t) = v
0

cos(⌦t) ,
(5.73)

dove ⌦ =
qB

0

m
.

Derivando le (5.73), abbiamo l’andamento della posizione della carica q
sul piano xy dato dalle seguenti:

(
x(t) = v0

⌦

cos(⌦t)

y(t) = v0
⌦

sin(⌦t) .
(5.74)

In figura (5.4.2), è riportata la soluzione, al variare di t, del sistema (5.74),
ossia l’andamento nel tempo della carica q. Il moto descrive una circonferenza
il cui raggio r è dato da

r =
v
0

⌦
=

mv
0

qB
0

che dipende dalla velocità iniziale della particella v
0

e dall’intensità del campo
magnetico B

0

.
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Carica in moto in un campo magnetico costante
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L’Hamiltoniana relativistica della carica in esame è data dalla (5.53) e
ugualmente dalla (5.52) in cui, non essendoci campo elettrico, il potenziale
scalare � può essere assunto nullo; poniamo nella seconda delle (5.49)
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giungendo cos̀ı alle seguenti espressioni per le derivate delle quantità di moto
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The final equations are then
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In figura (5.4.2), è riportata la soluzione, al variare di t, del sistema (5.74),
ossia l’andamento nel tempo della carica q. Il moto descrive una circonferenza
il cui raggio r è dato da
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The solutions are (harmonic oscillator)
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and by integrating we finally get
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�
@A

x

@t

= 0
�
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Figura 5.5: Moto della carica q in un campo magnetico costante

5.4.3 Hamiltoniana ed equazioni del moto in coordina-

te cilindriche

Abbiamo visto che la funzione Lagrangiana relativistica di un sistema in
coordinate cartesiane può essere espressa come

L = �m
0

c2
r
1� v2

c2
+ qv ·A� q� , (5.75)

dove la velocità v, il potenziale vettore A e il potenziale scalare � sono
espressi come
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� = �(x, y, z) .

Passando in coordinate cilindriche (r, ✓, z) ed esprimendo le suddette
quantità come

v = v
r

r̂+ v
✓

✓̂ + v
z
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ẑ , (5.76)

� = �(r, ✓, z) .
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NB: (𝑚 = 𝛾𝑚))


